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一种可靠的2D激光雷达和摄像机标定方法

彭 梦1*,邬书跃1,李 仪2,向民权1

(1.湖南工程学院 计算机与通信学院,湖南 湘潭411104;2.中南大学 自动化学院,湖南 长沙410083)

摘要:2维激光雷达和摄像机的最小解标定方法存在精度较差、解缺失等不足,为此,提出了一种

新的可靠最小解标定 方 法。首 先,利 用 透 视 相 似 三 角 形(perspectivesimilartriangle,PST)算 法 求

解3个棋盘格 构 建 的 P3P(perspectivethreepoints,P3P)问 题,并 通 过 多 项 式 极 值 点 获 取 缺 失 的

解,提高了算法对噪声的抗干扰能力。其次,提出基于两类激光点约束的误差度量模型来评估多

解的误差程度,从而更准确地从标定结果的多解中选取最优解。实验结果表明,该文算法相比于

文献中的FRANCISCO算法和 HU 算 法,能 明 显 提 高 有 效 解 概 率 和 标 定 精 度;在 不 同 噪 声 水 平

下,该文算法的 有 效 解 概 率 提 高 了5%—20%和5%—13%,旋 转 矩 阵 精 度 提 高 了46%—63%和

41%—47%,平移向量精度提高了170—430mm和120—170mm,性能提高明显。
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Abstract:Theminimumsolutioncalibrationmethodof2Dlidarandcamerahasshortcomingssuchas
pooraccuracyandmissingsolution.Therefore,anewreliableminimumsolutioncalibrationmethodis
proposedinthispaper.Firstly,theperspectivesimilartriangle(PST)algorithmisusedtosolvetheper-
spectivethreepoints(P3P)problemconstructedbythreecheckerboards,andthemissingsolutionisob-
tainedwiththepolynomialextremepoints,whichimprovestheanti-noiseinterferenceabilityofthealgo-
rithm.Secondly,anerrormeasurementmodelbasedontwotypesoflaserpointconstraintsisproposedto
evaluatetheerrordegreeofmultiplesolutions,soastoselecttheoptimalsolutionfromthemultipleso-
lutionsofthecalibrationresults.Experimentalresultsshowthattheproposedalgorithmcansignificantly
improvethevalidsolutionprobabilityandthecalibrationaccuracy.Underdifferentnoiselevels,compared
withFRANCISCOmethodandHUmethod,theprobabilityofvalidsolutionisimprovedby5%—20%
and5%—13%,therotationmatrixaccuracyisimprovedby46%—63%and41%—47%,thetransla-
tionvectoraccuracyisimprovedby170—430mmand120—170mm,sotheperformanceisimproved
obviously.
Keywords:2Dlidar;perspectivethreepoints(P3P)problem;externalparametercalibration;perspec-
tivesimilartriangle(PST)algorithm

0 引 言

  在自动驾驶、机器人技术、导航系统和3D场

景重建等应用领域,一般使用激光雷达和摄像机

采集外部环境的数据。为了准确地对场景进行重

建和描述,必须将激光雷达和摄像机的感知信息

进行融合,因此系统需要标定激光雷达坐标系和

摄像机坐标系之间的外部参数[1-3],即计算两者之
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间的旋转矩阵和平移向量。
目前,3D激光雷达虽然在感知能力和数据采

集维度上很强,但是成本太高、功率大,不便于广

泛部署。而2D激光雷达成本低、稳定性好,低成

本的系统在应用中具有较好的性价比。但是,2D
激光雷达只在一个平面上进行扫描,而且激光扫

描点不能被摄像机观测到,无法像3D激光雷达那

样直接给出激光点与图像的对应关系,因此,2D
激光雷达和摄像机外参数标定的稳定性和精度难

以保证。最早ZHANG和PLESS[4]提出的外参数

标定方法利用棋盘格作为参照物,对标定参数线

性求解。该方法利用线性方程组的最小二乘解获

取外参数,但是线性解不满足旋转矩阵的正交性。
FRANCISCO等[5]利用激光扫描直线处于棋盘格

所在平面的空间约束,通过将该约束转化为三点

透视问题(perspectivethreepoints,P3P)求解。该

方法标定精度高,但存在多解问题和几何退化问

题。同样基于棋盘格,HU通过引入了平面成像

区域约束,从多解中选择最优解,提高了解的可靠

性[6]。同样利用棋盘格,PENG[7]提出一种基于观

测概率有效下界估计的标定方法,将优化初始值

从最优解转化为有效解候选集合,提高了标定结

果的准确性。除了棋盘格以外,文献还有使用多

个平面或者多个控制点来建立外参数约束实现标

定。例如,DONG使用由两个不在同一平面的三

角形组成的标定物,通过6个点面的约束完成标

定,该方法只需一次采样,简单有效[8]。ITAMI[9]

将一个小球形物体固定在一根手持杆上,通过将

目标向下移动直到激光雷达捕捉到小球,从而利

用点状目标获取点对点对应关系,计算两个坐标

系之间外参数。FAN[10]提出了一种利用摄影测

量控制场来校准相机和2D激光雷达之间外参数

的方法。通过 将 摄 影 测 量 控 制 场 作 为 公 共 参 考

系,将两个传感器之间的标定过程分解为分别对

每个传感器进行标定。首先,利用控制场的房间

角落对激光雷达和控制场之间进行标定,然后使

用 大 量 的 控 制 点 来 实 现 相 机 与 控 制 场 之 间 的

标定。
此外,还有一些自标定方法不需要使用标定

物体,此类方法利用场景中的道路边缘的直线特

征和墙面的平面特征建立两个坐标系外参数之间

的约束,从而实现标定[11,12]。HU等[11]提出基于

墙角为标定物的标定方法,利用3个墙面正交特

性将室内环境中的墙角作为 外 部 参 照 系 进 行 标

定。该方法需要进行两次标定,首先分别进行墙

角坐标系与激光坐标系的标定和墙角坐标系与相

机坐标系的标定,然后再联合进行激光坐标系和

相机坐标系的参数标定。上述自标定方法由于需

要墙角作为参照物,因此精度和稳定性都严重依

赖墙角几何特征的可靠性,且只适合室内环境下。
彭湃等提出一种结合里程计的自标定方法,利用

了图像匹配和激光点与匹配的原理[12]。该方法

将基准点云转换到观测位置下进行点云配准求解

外参矩阵,不需要任何的自然或者人工的标定参

照物,但是标定精度严重依赖点云匹配算法的精

准度。
对比不同标定方法,基于棋盘格最小解标定

方法具有高可靠性、高精度、容易操作等优点[4-7]。
其原理是利用棋盘格上激 光 点 需 满 足 的 几 何 约

束,通过求解P3P问题获取激光雷达和摄像机坐

标系之间的外参数。但是最小解标定方法存在以

下3个局限性。1)P3P解的稳定性比较差。对于

同一输入样本数据的P3P问题,如果顶点求解顺

序不同,解的精度变化有1000倍之大。2)解丢

失问题。在P3P问题求解时,由于量测噪声的存

在,利用样本测量值产生的多项式方程会出现一

定的偏差。当多项式差异较大时很可能丢失解,
即噪声扰动会造成解丢失问题。3)误差度量问

题。最小解标定方法会获取多个解,为此,该类方

法根据激光点到棋盘格平面的距离误差,选择一

个最优解。然而,点面误差度量没有考虑激光点

和棋盘格方形区域的约束关系,误差函数存在多

个峰值,在噪声干扰下不能准确选择最优解。
针对最小解标定方法的上述不足,本文提出

了一种改进最小解标定方法,通过改进P3P问题

的求解算法和多解问题的误差度量,提高了标定

结果的准确性和数值稳定性。首先,本文利用透

视相似三角形(perspectivesimilartriangle,PST)算
法求解P3P问题,减小了顶点求解顺序对精度的

影响。然后,通过P3P问题的多项式极值点,解决

噪声引起的解丢失问题。最后,针对多解的误差

度量问题,本文提出基于两类激光点区分约束的

误差度量模型,利用激光点和棋盘格之间的两种

空间约束构建激光点的误差度量模型,从而获取

标定结果的最优解。

1 标定问题模型描述

  如图1所示,假定i为棋盘格号,j为激光点的

序号,激光点在摄像机坐标系下的坐标为pci,j,在激

光雷达坐标系下的坐标为pli,j,在棋盘格坐标系下的

坐标为pw
i,j。R和t为摄像机坐标系和激光雷达坐标

系之间的旋转矩阵和平移向量,pli,j =Rpc
i,j+t。Φi

和Δi 为利用棋盘格图像标定的棋盘格到摄像机坐标

系的旋转矩阵和平移向量,pci,j =Φipw
i,j+Δi。通过
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张正友摄像机标定工具包(www.vision.caltech.
edu)可得棋盘格平面Πi,设定Σ是2D激光扫描面,
Lli 是棋盘格Πi 上激光点拟合出来的直线,如式(1)
和式(2)所示[5]。其中ni 表示平面Πi 的法线方向,
‖ni‖-1 是摄像机坐标系原点到平面 Πi 的距离,见
式(3)[5]。ui和vi分别表示直线Li的方向向量和矩向

量,设b= 0,0,10  T 。符号 ‖‖ 和×分别表示二

范数和叉积操作,~表示成比例等价关系。

Σ~
b
1  , (1)

Li ~
ui

vi  , (2)

ni = Φi,3

ΦT
i,3Δi

。 (3)

图1 基于棋盘格的2D激光雷达和摄像机标定示意图

Fig.1 Schematicdiagramofcalibrationof2Dlidar
andcamerabasedoncheckerboard

  最小解标定方法思路是通过棋盘格平面 Πi 和

共面直线Ll
i 构建P3P问题,建立关于旋转矩阵R 的

方程系统,如式(4)所示[5]。首先利用式(4)的3个等

式相减取模可以消除R和w,构建一个P3P问题,如
图2所示[5]。P3P问题的描述为:已知3个控制点pi

之间的距离,以及pi 与中心点O 连线mi 之间的夹

角,可以求解pi 到中心点O 的距离di 的值。然后通

过该P3P问题求解系数d0 、d1 和d2 的值并将其代

回到式(4),构建三点配准问题,进而计算出旋转矩

阵R的解析解[13]。最后根据“线-面”空间约束求解

平移向量t。其中,图2的pi 由图1的Li 计算而来,
图2的mi 由图1的Πi 计算而来。

d0m0 =RT p0+w  
d1m1 =RT p1+w  
d2m2 =RT p2+w  







 , (4)

m0 ~n1×n2,m1 ~n1×n3,m0 ~n2×n3,

m'0 ~v1×v2,m'1 ~v1×v3,m'2 ~v2×v3,

pi = m'i

bTm'i
。

图2 3个棋盘格平面构造的P3P问题

Fig.2 P3Pproblemconstructedbythreecheckerboard

2 本文的激光雷达和摄像机标定方法

  针对最小解标定方法在稳定性和精确度上的不

足,本文从P3P问题求解算法和多解问题误差度量

两个方面进行了改进,提出了一种稳定可靠的最小

解标定方法。该方法首先利用PST算法求解最小解

方法的P3P问题,然后利用多项式极值点获取缺失

解,最后将边界约束引入到误差度量模型进行最优

解选择。

2.1 基于PST算法求解P3P问题

  为了提高标定结果的数值稳定性和精度,本文

首先利用PST算法求解P3P问题[14],使得顶点求解

顺序和测量噪声对解精度的干扰大大降低。其次,
针对噪声干扰造成的解丢失问题,计算P3P方程组

消元后的四次多项式极值点,利用极值点估计可能

丢失的解,提高了数值的鲁棒性。

1)PST算法引入一个相似三角形将P3P问题

转换为一个二元二次方程组,然后进行消元将该二

元二次方程组转化为只有一个未知变量的四次多项

式方程进行求解,具体的流程步骤如下。
首先,将P3P问题转换为一个等价PST问题。

在P3P问题的几何结构(图2)的基础上引入一个相

似三角形p'0p'1p'2,在直线Om0 上给定的一个基点p'0
使得 Op'0 =1,PST问题的目的是确定顶点p'1和

p'2的未知深度d'1和d'2,使得三角形Δp'0p'1p'2与三角

形Δp0p1p2 相似,如图3所示。当解决p'0p'1p'2的深

度d'i 时,通过乘以比例因子λ 可以很容易获取到

p0p1p2 的深度di,从而获取原P3P问题的解,如式

(5)所示:

  di =λd'i i=0,1,2  。 (5)

  PST的几何形状如图3所示,H1 和H2 分别是

Om1 、Om2 线上的两点,其满足关系p'0H1 ⊥OH1 ,
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p'0H2 ⊥OH2 。l0 表示从透视中心O 到基点p'0的距

离,l1 表示距离 OH1 ,l2 表示距离 OH2 。为不

失一般性,将基点p'0的深度设置为l0 = Op'0 =1。
引入两个辅助变量t1 和t2 ,设t1 表示H1 到p'1的距

离 ,t2 表 示H2 到p'2 的 距 离 ,顶 点p'i 的 深 度d'i
i=0,1,2  用t1 和t2 表示,如式(6)所示:

  d'0=l0,d'1=l1+t1,d'2=l2+t2,

  l0 =1,l1 =l0cosγ1,l2 =l0cosγ2 , (6)
式 中,γ1 为∠m0Om1 的 夹 角,γ2 为∠m0Om2 的

夹角。

图3 透视相似三角形的几何示意图

Fig.3 Geometricsketchofperspectivesimilartriangle

  由于p'0H1⊥OH1 和p'0H2⊥OH2 ,相似三角形

p'0p'1p'2的边长如式(7)所示[14]所示:

  p'0p'2 = t22+C22,p'0p'2 = t21+C21,

  C1 =l0sinγ1,C2 =l0sinγ2 , (7)

式中,C1 为 p'0H1 的长度,C2 为 p'0H2 的长度。

2)利用Δp'0p'1p'2与Δp0p1p2 的相似性,根据两

个相关的几何约束条件来建立方程组,分别是相似

三角形对应的边长度比值约束 p'0p'1 /p0p1 =

p'0p'2 /p0p2 和 相 似 三 角 形 的 对 应 角 约 束

cos∠p'1p'0p'2=cos∠p1p0p2 。可以得到如下方程组

式(8):

  
A1t21-t22+A2 =0
A3t1+A4t2+A5t1t2+A6t21+A7 =0 , (8)

式中,各个系数A1—A7 为已知[14]。
对式(8)进行消元可得式(9):

  B4t41+B3t31+B2t21+B1t1+B0 =0, (9)
式中,各个系数B0—B4为已知[14]。t1可以从式(9)求
解,最多有4个解。

3)将式(9)所求t1的值依次带回到式(5)—(8),
可以求得关于di i=0,1,2  的4组解,如式(10)所
示[14]。相对于文献[14]的PST算法而言,由于本文

中的P3P问题没有要求深度值为正值的约束,每个

di i=0,1,2  的 解 都 有 一 个 对 称 解 为 -di

i=0,1,2  ,因此需要将对称解加入到最终解,总
共最多有8组解。

d0 =λl0,d1 =λl1+t1  ,

  d2 =λl2+t2  。 (10)
其中,式(10)的λ和t2 分别为[14]:

λ= p0p1
t21+(sinγ1)2

, (11)

t2 =-A3t1+A6t21+A7

A4+A5t1
。 (12)

至此,通过PST算法完成了P3P问题求解,能
获取式(4)的3个控制点pi 到顶点O 的距离,从而计

算pi 分别在两个不同坐标系中的值。因此,式(4)中
R和m 的求解变成一个典型的三点匹配估计运动问

题,本文利用文献[13]中的姿态估计算法可直接计

算旋转矩阵R。
此外,本文利用最小二乘解计算平移向量t。根

据激光点pli,j 位于棋盘格平面Πi 上的约束,可得式

(13),从而构建R 和t最小二乘解的目标函数,如式

(14)所示:

  nTi RTpli,j-RTt  =1, (13)

argmin
R,t

J =∑
N

i=1
∑
ki

j=1
nTi RTpli,j-RTt  -1  2 。

(14)
式中,N 是棋盘格输入数,ki 表示第i个棋盘格上的

激光点总数。
利用目标函数式(14)极值点的偏导数为零,求

解t的解,如式(15)所示:

 ∂J∂t=∑
N

i=1
∑
ki

j=1
2nTi RTpli,j-RTt  -1  Rni =0⇒

 t= ∑
N

i=1
∑
ki

j=1
RninT

iRT  -1

∑
N

i=1
∑
ki

j=1
RninT

iRTpli,j-  
Rni  。 (15)
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但是,由于量测噪声的存在,对于式(9)利用样

本测量值导出的四次多项式fmeasured 和真实值导出的

四次多项式ftrue 之间会有一定的差异,当差异较大

时很可能丢失解,也就是说噪声干扰会造成缺解问

题(如图4中x'3所示)。针对缺解问题,本文将利用

fmeasured 的极值点来估计式(9)中可能的缺失根,从而

找回可能丢失的解,具体步骤如下。

图4 噪声干扰造成缺解问题的示意图

Fig.4 Descriptiondiagramofmissingsolution
causedbynoiseinterference

  首先,设式(9)对应的四次多项式为ft1  (式
(16)),对 其 求 一 阶 导 数 得 到 一 个 三 次 多 项 式

f't1  ,因此,由f't1  =0得出ft1  最多有3个

极值点,见式(17)。然后,利用ft1  的二阶导数

f″t1  判断极值点是极小值点还是极大值点(式
(17))。 对 于 任 一 极 值 点 t(k)1 k≤3  ,如 果

f''t(k)1  >0且ft(k)1  >0,即t(k)1 是极小值点且在

X 轴的上方,那么,t(k)1 邻域内可能存在缺失根。如

图4中x'3就是此类极小值点,它在缺失根x3 的邻域

内,因此是一个次优解,可以作为候选解进行优化。
如果f″t(k)1  <0且ft(k)1  <0,即t(k)1 是极大值点

且在X 轴的下方,那么同理t(k)1 邻域内也可能存在缺

失根。利用获取极值点的方法,将所有可能的缺失

根的邻域值t(k)1 做为候选解都并入到P3P问题的多

解集合。

  ft1  =B4·t41+B3·t31+B2·t21+
B1·t1+B0, (16)

  
f' t1  =4B4·t31+3B3·t21+2B2·t1+B1
f″ t1  =12B4·t21+6B3·t1+2B2 。

(17)

2.2 区分两类激光点约束的误差度量

  最小解标定方法存在多解问题,通常需要从多

解中选择一个最优解[7,15],然而以往文献构建误差模

型时没有对不同位置的激光点区别性进行分析,降

低了误差模型的可靠性。为此,本文提出了基于两

类激光点区分约束的误差度量模型,利用激光点和

棋盘格之间的两种空间约束构建误差度量模型,对
解的偏差程度进行更合理评价。该误差模型将激光

点分为界限激光点和内部激光点两种类型来计算误

差值。激光扫描面和棋盘格边界的两个交点称为界

限激光点,如图5所示,在激光坐标系下为pl0 和pl1,
棋盘格上的其他激光扫描点称为内部激光点。

  如图5所示,棋盘格的4个顶点分别为q1 =
0,0,0  T ,q2= w,0,0  T ,q3= w,l,0  T ,q4=
0,l,0  T (在棋盘格坐标系下),其中,w 和l分别表

示 棋 盘 格 的 宽 和 长。4 条 边 界 线 段 表 示 为

qkq(k+1)mod4 k=1,2,3,4  。 C  、 L  、 W  分别

表 示摄像机坐标系、激光雷达坐标系和棋盘格坐

标系。

图5 界限激光点和棋盘格边界线段的空间约束示意图

Fig.5 Descriptiondiagramofspatialconstraintsof
boundarylaserpointsandcheckerboardboundarysegments

  1)构建界限激光点的误差模型。第i个棋盘格

的界限激光点pl
i,0 和pl

i,1 ,其在第i个棋盘格的坐标

系 Wi  为 pw
i,0 和 pw

i,1 ,如 式 (18)所 示。其 中

Rd,td  为某一解,d=1,2,…,M (共有 M 个解)。

Φi 和Δi 的定义同第一节,是第i个棋盘格坐标系到

摄像机坐标系的旋转矩阵和平移向量。

  pw
i,j =ΦT

iRT
dpl

i,j-ΦT
iΔi-ΦT

iRT
dtd,

j=0,1。 (18)
假设计算界限激光点pw

i,0 和pw
i,1 的最近棋盘格

边界线段是qi,miqi,(mi+1)mod4
和qi,niqi,(ni+1)mod4

,其中

mi,ni =1,2,3,4且mi≠ni,mod是取余运算。那

么界限激光点的误差模型如式(19)所示:

  ∑
N

i=1

pw
i,0-qi,mi + pw

i,0-qi,(mi+1)mod4 -

  qi,miqi,(mi+1)mod4
)2+∑

N

i=1

(pw
i,1-qi,ni +
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  pw
i,1-qi,(ni+1)mod4 - qi,niqi,(ni+1)mod4

)2 。 (19)

  2)构建内部激光点的误差模型,即内部激光点

应该都落在棋盘格的方形区域中。根据内部激光点

pw
i,j 在棋盘格内部的约束,由pw

i,j 到棋盘格边界线段

的距离之和得到内部激光点的误差模型,如式(20)
所示:

  ∑
i
∑
j
∑
4

m=1

pw
i,j-qm  × q(m+1)mod4-qm  

q(m+1)mod4-qm
- 

w-l 2。 (20)

  3)结合上述两种误差模型,本文提出了一种基

于两类激光点区分约束的误差度量模型,对于某个

解 Rd,td  的误差度量如式(21)所示。新的误差函

数模型区别考虑了棋盘格界限激光点误差值和棋盘

格内部激光点误差值,因此能更准确、更可靠地评估

解的偏差程度。其中ki 表示第i个棋盘格上的激光

点个数,qi,miqi,(mi+1)mod4
和qi,niqi,(ni+1)mod4

是界限激光

点pw
i,0 和pw

i,1 最近的棋盘格边界线段。

∑
N

i=1
∑

j=mi,ni

1
2
(pw

i,0-qi,j + pw
i,0-qi,(j+1)mod4 -

  qi,jqi,(j+1)mod4 )2+∑
N

i=1

1
ki∑

ki

j=1

(∑
4

m=1

  
(pw

i,j-qm)×(q(m+1)mod4-qm)
q(m+1)mod4-qm

-

  w-l)2。 (21)

  相比基于点面和线面约束的误差度量,本文将

激光点区分成两种类型,分别利用激光点在棋盘格

内部的约束和激光点在边界线上的约束来构建误差

模型,所选取最优解的准确度更高。

2.3 本文标定方法

  综合2.1节和2.2节对最小解方法的改进,本文

在FRANCISCO文献[5]的基础上提出了一种稳定

可靠的最小解标定方法,具体的算法步骤如下。1)
利用PST算法求解3个棋盘格构建的P3P问题,并
且通过多项式极值点补偿丢失的解;2)基于两类激

光点区分约束的误差度量模型计算多解中每个解的

误差值;3)选择误差最小的解作为最优解。算法伪

代码如下。

  算法1 本文标定方法

  Input:棋盘格平面 Πi 和棋盘格上激光点拟合

的直线Ll
i,i=1,2,…,N 。

  Output:旋转矩阵R和平移向量t。

  1)任 选 3 个 观 测 数 据 的 组 合 集 K =
k1,…,kT  T =C3N  ,其 中 ki ∈ Z3 表 示 从

1,2,…,N  中选取3个整数数组合,集合K是所有

组合的集合.
2)设置解集合为空D =φ.
3)Fort=1,…,Tdo
4)选择kt 对应的3个棋盘格平面 Πkt,1

、Πkt,2

和Πkt,3
和激光扫描线Llkt,1 、L

l
kt,2

和Llkt,3 ,利用3个

棋盘格平面构建一个P3P问题的标准方程(式(4))。

5)基于PST,将式(4)的P3P问题转化为式(9)
的一元四次方程求解,获取式(4)的3个控制点pi 在

不同坐标系中的值。同时,利用式(17)计算式(16)
的极值点,获取式(9)的缺失解。该步骤将式(4)中R
的求解变成一个典型三点匹配估计运动问题。

6)针对三点匹配估计运动问题,利用文献[13]
中的姿态估计算法计算式(4)中的R赋值给R(m)

t ,并
利用式(15)计算平移向量t的最小二乘解赋值给t(m)

t

,m<8。

 7)将 当 前 解 合 并 到 解 集 合 D=D∪
R(m)

t ,t(m)t  。

8)Endfor
9)根据式(21)基于两类激光点区分约束构建误

差模型,计算解集合D 中每个解的误差值,选择误差

最小的解作为最优解 R,t  。

3 实验结果与分析

3.1 仿真实验

  基于传感器的物理模型构建仿真数据,将本文

标定方法与文献[5]的FRANCISCO方法、文献[6]
的HU方法的解析解进行比较,上述两种方法是当

前基于棋盘格标定方法中性能最好的两个。摄像机

为针孔模型,激光雷达的角度分辨率为0.25°,扫描

角度范围为-30°到+30°。
在激光雷达前方3—6m半径范围内放置棋盘

格,并对激光雷达数据加入零均值高斯噪声。通过

比较标定后的旋转矩阵和平移向量的估计值R 和t
与真实值Rr 和tr 之间的差异,分析不同算法的标定

结果误差。其中,旋转矩阵的角度误差eR 为R 和Rr

之间的差值(式(22)),平移向量误差et 为t和真实值

tr 之间的差值(式(23)),其中,‖·‖Fro 表示矩阵或

者向量的FROBENIUS范数。

eR =180π2arcsin
‖R-Rr‖Fro

22  , (22)

et = ‖t-tr‖ 。 (23)

1)利用有效解概率对比不同算法的性能。有效

解定义为参数标定的计算值和真实值之间的旋转矩

阵角度误差小于10°并且平移向量误差小于100cm,
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凡是误差不在该范围内的解为无效解。有效解概率

是标定结果为有效解的实验比例,即有效解实验数/
总实验数。

首先,对比不同棋盘格输入个数下算法的有效

解概率,棋盘格输入个数范围设定为3—8个,激光

数据加上方差δ=20mm的高斯噪声,不同输入个

数下均独立进行100次实验。图6(a)结果显示,在
不同棋盘格输入下,本文方法的有效解概率相比

FRANCISCO方法提高了7%—69%,相比HU方法

提高了2%—41%。
其次,对比不同噪声水平下算法的有效解概率。

激光数据加上不同水平的高斯噪声,设定噪声方差δ
从5—30mm,棋盘格输入个数为6个,不同噪声水

平下均独立进行100次实验。图6(a)结果显示,不
同噪声水平下,本文方法的有效解概率提升明显,相
比FRANCISCO方法提高了5%—20%,相比 HU
方法提高5%—13%。即使噪声水平最高时δ=30
mm,本文方法的有效解概率仍然保持96%,表现更

强的抗噪声干扰能力。

图6 3种方法的有效解概率对比分析

Fig.6 Comparisonofthreemethodsofthe
validsolutionproportion

  2)对不同噪声水平下的3种算法进行了性能比

较。实验中将激光数据加上高斯噪声,噪声方差从

5—30mm不等。实验中棋盘格输入个数为6,每个

噪声水平下均独立进行了100次实验。误差均值分

析结果见图7,根据误差均值发现在不同噪声水平

下,本 文 方 法 相 较 于 FRANCISCO 方 法 提 高 了

46%—63%的旋转矩阵角度精度和170—430mm的

平移向量距离精度,相较于 HU方法提高了41%—

47%的旋转矩阵角度精度和120—170mm的平移向

量距离精度。

图7 不同噪声水平下的误差均值比较

Fig.7 Comparisonofcalibrationmeanerrorunder
differentleveloflasernoise

图8为误差分布分析,可以看出,相比较其他方

法,本文标定方法的精度保持较好的稳定性,大大缓

减了量测噪声引起的解缺失问题。即使在较高噪声

方差30mm下,本文标定结果保持较高精度,明显提

高了噪声干扰下的鲁棒性。

  3)评估3种算法在不同的棋盘格输入个数下的

性能。将棋盘格输入个数限定在3—8个之间,并在

每个输入个数下对添加方差δ=20mm高斯噪声的

激光数据进行了100次独立实验。通过比较误差均

值和误差分布,评估了3种算法在不同棋盘格输入
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个数下的表现。图9为误差均值分析,可以看出,相
比于FRANCISCO方法和 HU方法,本文方法的旋

转矩阵精度分别提升60%—72%和30%—43%,平
移向量精度至少提高了一个量级。特别是棋盘格个

数为3时,相比于FRANCISCO方法和HU方法,本
文方法的旋转矩阵精度分别提升了44°和7°,平移向

量精度分别提高了9m和0.5m,性能提高显著。图

10为误差分布分析,从图10(a)可以看出,本文方法

的旋转矩阵误差分布在一个更小的范围内,标定结

果基本上都在有效解的范围内,数值稳定性更好。
从图10(b)可以看出,本文方法的平移向量误差比其

他方法集中在一个更小的范围内,没有出现误差很

大 的奇异解,并且随着棋盘格个数增加误差逐渐

变小。

图8 不同噪声水平下误差值分布比较

Fig.8 Comparisonofcalibrationerrordistribution
underdifferentleveloflasernoise

图9 不同棋盘格输入个数下的误差均值比较

Fig.9 Comparisonofcalibrationmeanerrorunder
differentnumberofcheckerboards

图10 不同棋盘格输入个数下误差分布比较

Fig.10 Comparisonofcalibrationerrordistribution
underdifferentnumberofcheckerboards

3.2 真实实验

  实验中采用的激光雷达是上海思岚科技公司的

RPLIDARA2M8单线扫描激光雷达,可以在2D平

面的16m半径范围内进行360°全方位的激光测距

扫描,最高可达0.225°的角度分辨率。采用的摄像

机是CanonEOS200D,图像分辨率设置为6000×
4000pixel。

在分别使用本文方法和文献[5]FRANCISCO
方法对4个棋盘格标定后,将激光点映射到图像上。
如图11所示,星号标记代表使用FRANCISCO方法
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的映射结果[5],圆圈标记代表本文方法的映射结果。
明显可以看出,由于实验是在教学楼的走廊上进行

的,真实实验中两边的激光扫描点是在走廊墙面上

的。用 本 文 算 法 的 投 影 结 果 符 合 真 实 情 况,而

FRANCISCO方法的投影结果有较多的奇异点投影

到地面,与真实情况不太符合。

图11 激光点在图像上进行投影,圆圈为本文方法的结果

和*为FRANCISCO方法[5]的结果

Fig.11 Thelaserpointisprojectedontheimageby
usingextrinsiccalibrationresultofourmethod
(circles)andFRANCISCO'salgorithm (crosses)

  为了精确测试真实实验中的算法性能,使用外

参数结果的分布状态来分析算法性能。分别在不同

的输入个数下进行了50次实验。利用参数θR 和μt

对真实实验结果进行定量分析,如式(24)所示:

θR =180π2arcsin
RFro

22  
μt =t







 。 (24)

  如图12所示,棋盘格输入个数设置为3—8,与

FRANCISCO方法和 HU方法相比,本文方法的旋

转矩阵和平移向量分布范围更小,更接近真实值,并
且很少出现脱离真实值很远的异常值,具有更好的

稳定性。

图12 真实实验外参数标定结果分布示意图

Fig.12 Schematicthedistributionofexternalparameter
calibrationresultsinrealexperiment

4 结 论

  本文提出了一种稳定的最小解标定方法,提高

了标定结果的稳定性。主要贡献有:1)增强噪声扰

动下解的稳定性。提出了基于PST算法的外参数求

解方法。相比较基于多项式特征值的外参数求解方

法,该方法降低了顶点求解顺序对解精度的影响,并
利用P3P问题的多项式极值点获取缺失解的近似

值,保持解的稳定性;2)提高了标定结果的精度。
提出基于两类激光点区分约束的误差度量模型,提
高了误差度量模型的准确性,为最优解选择提供了
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更可靠的度量指标,提高了解的精度。
通过仿真实验和真实实验,在有效解概率和标

定精度上本文方法有明显提高。相比于FRANCIS-
CO方法和HU方法,在不同棋盘格个数下,本文方

法的有效解概率提高了7%—69%和2%—41%,旋
转矩阵精度分别提升60%—72%和30%—43%,平
移向量精度至少提高了一个量级。相比于FRAN-
CISCO方法和HU方法,本文方法在不同噪声方差

下的有效解概率分别提升5%—20%和5%—13%,
旋转矩阵精度提高了46%—63%和41%—47%,平
移向量精度提高了170—430mm和120—170mm。

未来工作考虑将更多考虑基于平面参照物的自

标定方法,提高标定的实用性和对环境的适应性。
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